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無機化学 2015年4月～2015年8月

水曜日4時間目116M講義室
第4回 5月13日

量子力学の基本原理・並進運動：箱の中の粒子

担当教員:福井大学大学院工学研究科生物応用化学専攻

前田史郎

E-mail：smaeda@u-fukui.ac.jp

URL：http://acbio2.acbio.u-fukui.ac.jp/phychem/maeda/kougi

教科書：アトキンス物理化学（第８版）、東京化学同人

主に8・9章を解説するとともに10章・11章・12章を概要する

４月２２日の解答例

（１）古典力学の一般的な波動の式に、ド・ブロイの物質波の概念を

持ち込んで量子力学的波動方程式であるシュレディンガー方程式

を導きなさい。
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一般的な波動関数

xで2回微分する

ド・ブロイの式
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時間に依存しない

シュレディンガー方程式
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（１）シュレディンガー方程式

シュレディンガーは、古典力学の波動方程式に、ド・ブロイの物
質波の概念を持ち込んで量子力学的波動方程式であるシュレディ
ンガー方程式 を導いた．

（２）波動関数ψ

波動関数ψは，粒子の力学的な性質（例えば，位置と運動量）
に関するあらゆる情報を含んでいる

（３）波動関数ψのボルンの解釈

１次元の系において、位置xにおける領域dxに粒子を見出す確
率は|ψ|2dxに比例する．

（４）波動関数ψおよびdψの制約

ψおよびdψは一価有限連続でなければならない．

ΨΨ E=Ĥ

前回（４月２２日）のポイント
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４月２２日 前回のチェックリスト その１

□９ 波動関数はシュレディンガー方程式を解くことによって得られる

数学的な関数であって，系についてのあらゆる力学的な情報を含ん

でいる．

□１０ 一次元における時間に依存しないシュレディンガー方程式は，

である．

□１１ 波動関数のボルンによる解釈によると，ある点における|ψ|2

の値，つまり確率密度はその点に粒子を見出す確率に比例する．

□１２ 量子化とは，力学的なオブザーバブルを離散的な値に限定

することである．

( ) Ψ=Ψ+
Ψ

− ExV
xm 2
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４月２２日 前回のチェックリスト その２

□１３ 許される波動関数は，連続で，連続な一階導関数をもち，

一価で２乗積分可能でなければならない．

２８２

図８・２４ 許されない
波動関数の例

(a)連続でないから許

されない．

(b)勾配が不連続であ

るから許されない．
dψが不連続である．

（ｃ）一価関数でないか
ら許されない．

(d)ある領域で無限大

であるから許されない．
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授業内容
１．量子化学とは・量子力学の起源
２．古典力学の破綻：波と粒子の二重性・熱容量
３．シュレディンガー方程式・波動関数のボルンの解釈
４．量子力学の基本原理・並進運動：箱の中の粒子
５．振動運動：調和振動子・回転運動：球面調和関数
６．角運動量とスピン・水素原子の構造と原子スペクトル
７．多電子原子の構造・典型元素と遷移元素
８．異核二原子分子・種々の化学結合：共有結合・

原子価結合法と分子軌道法
９．種々の化学結合：イオン結合・配位結合・金属結合
10．分子の対称性（１）対称操作と対称要素
11．分子の対称性（２）分子の対称による分類・構造異性と立体異性
12．配位化合物の異性体：構造異性と立体異性
13．結晶構造（１）７晶系とブラベ格子・ミラー指数
14．結晶構造（２）種々の結晶格子・Ｘ線回折・ブラッグの法則
15．分子性固体・セラミックス・ガラス
16．期末試験

8

８・５波動関数に含まれる情報

（ｂ）演算子，固有値および固有関数

波動関数から情報を引き出す系統的な方法を式で表すため

に，どんなシュレディンガー方程式も次のような簡潔な形に書け

ることに注意しよう。

EΨΨH =ˆ

ここで，H は全エネルギーEの演算子である。

( )xV
xm

H +−=
2

22

d

d

2
ˆ h

２７０

＾は「ハット」と読み，演算
子であることを示すため
に使われる。例： Ĥ

両辺に同じ関数ψがあるが，ψを
相殺して とはならない。

は演算子であるが，Eは単な

る数値である。

EH =ˆ

Ĥ
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シュレディンガー方程式は、次の形の方程式,つまり固有値方程

式である。

(演算子) ×(関数)=(定数因子）×(同じ関数)

一般的な演算子をΩ,定数因子をωで表すと、このことは,

Ω Ψ= ω Ψ (25b)

ということである。因子ωを演算子Ωの固有値という。シュレディン

ガー方程式における固有値はエネルギーである。関数ψを固有関

数といい、固有値に応じて異なる。シュレディンガー方程式におい

ては、固有関数ψはエネルギー E に対応する波動関数である。

［例題１］理論的問題8・15(p284) 次の関数のどれが演算子 の

固有関数であるかを調べよ．

(a) ，(b) ，(c) ，(d) ，(e) ．

固有関数であるものついては，その固有値を求めよ．

xd

d

ikxe kxcos k kx
2xe α−

no

no

yes

no

yes

固有関数
か?

-(e)

-(1/x) × f(x)k(d)

00 × f(x)0(c)

--ksinkx(b)

ikik × f(x)ikeikx(a)

固有値定数×f(x)になって
いるか?
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d

d
xf
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( ) ( )xfkxk tan−



［例題２］理論的問題8・16(p284) 次の関数のどれが反転の演算

子 （これはx→-xの置き換えを実行する）の固有関数であるか

を決定せよ．固有関数であればその固有値を示せ．

（ａ）x3-kx 固有関数である．

固有値－１

（ｂ）coskx 固有関数である．

固有値－１

（ｃ）x2+3x-1 固有関数でない．
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◎演算子

与えられたオブサーバブルに対応する演算子を設定して使う

ことが必要であるが、この手続きは、つぎの規則で要約される。

オブザーバブルωは演算子Ωで表現され、次の位置と運動量の

演算子からつくられる。

つまり、x軸方向の位置に対する演算子は(波動関数に)xを掛ける

ことであり、x軸に平行な直線運動量に対する演算子は(波動関数

の) xについての導関数に比例する。

xi
pxx x d

d
ˆˆ

h
=×= 　　　

２７１
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この定義は、他のオブザーバブルに対する演算子をつくるのに

使われる。たとえば、つぎの形のポテンシャルエネルギーに対す

る演算子が欲しかったとしよう。

ここで k は定数である(あとで、このポテンシャルが分子中の原子

の振動を記述するものであることを学ぶ)。上の式から、V に対応

する演算子は x2 を掛けることであるということがわかるので、

(27)

となる（普通は掛け算記号を省略する）。

2

2

1
kxV =

×= 2

2

1ˆ kxV

xi
pxx x d

d
ˆˆ

h
=×= 　　　

２７２
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運動エネルギーに対する演算子をつくるには、運動エネルギーと

直線運動量の間の古典的な関係を使う。これは、一次元では、

である。そうすると、pxに対する演算子を使って、

(28)

となる。このことから、全エネルギーの演算子、つまりハミルトニアン

は、

(29)

となる。Vはポテンシャルエネルギー演算子であり，系によって違う。
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Q.運動量演算子が，どうして なのか．

A.一般的な波動は，三角関数を用いて次のように書ける．

xi
px d

d
ˆ

h
=

( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −= txAtxF v

λ
π2

cos,

λν = vであるから

と書ける．

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −= t

x
AtxF ν

λ
π2cos,

λ：波長

ν：振動数

v ：速度
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この関数は，次の複素関数の実数部分である．
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運動量演算子は次式となる．

運動量pの固有値方程式である。
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運動エネルギー演算子は次式となる．

エネルギーEの固有値方程式である。
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(3) 運動エネルギーにポテンシャルエネルギー

を加えたものが全エネルギーであり．その演算子

をハミルトン演算子あるいはハミルトニアン

(Hamiltonian)という．

ハミルトニアン

http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Hamilton.html

セントアンドリュース大学，スコットランド

Sir William Rowan Hamilton
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時間に依存するシュレディン
ガー方程式は次式となる．
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i Ĥ=

∂
∂

h

( )

ΨΨ
t

i

EΨΨ

EΨ
t

Ψ
i

EΨ
i

EΨ
i

EAe
h

i

t

Ψ Etpx
h

i

H

H

ˆ

ˆ

12 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

=
∂

∂

=−=−=
∂

∂ −

h

h

hh

，　

　　　，

であるから

したがって

ππ



21

演算子の交換関係

演算子を作用させる順序は重要であり、逆の順序で作用させた

結果とは必ずしも一致しない。

作用させる順序を変えても結果に差が出ない場合、２つの演算

子は交換するという。２つの演算子 と に対して交換

子は次のように定義される。

のとき、２つの演算子 と は交換するという。

ABBABA ˆˆˆˆˆ,ˆ −=］［

0ˆ,ˆ =］［ BA Â B̂

Â B̂

[8・38]

２８０
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［数値例８・３参照］ と は交換可能であるかど
うか調べよ。

と は交換可能でない（可換でない）．x̂
xd

d̂

x̂
xd

d̂
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xi
pxx x d

d
ˆˆ

h
=×= 　　　

位置の演算子 運動量の演算子

と は交換可能でない（可換でない），

すなわち，位置と運動量は同時に正確に測定する

ことはできない（ハイゼンベルグの不確定性原理）．

x̂
xd

d̂

（教科書８・６ 不確定性原理，８・７量子力学の基本原理参照）

２７８-２８１
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①問題とする系のポテンシャルエネルギーVを導く．

系のハミルトニアン H を書くことができる．

②シュレディンガー方程式 H ψ = E ψ を解く．

固有値である全エネルギー E を求めることができる．

③ E をシュレディンガー方程式に代入してψを求める．

固有関数である波動関数ψを求めることができる．

④任意の物理量オメガに対応する量子力学的演算子，Ω，

を波動関数ψに作用させ，固有値方程式Ωψ=ωψを解く．

任意の物理量を固有値ωとして計算で求めることができる．

V →H → E → ψ → Ω → ω

量子力学において任意の物理量を求める手順
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９章 量子論：手法と応用

量子力学にしたがって系の性質を見出すためには、その目的

にかなったシュレディンガー方程式を解く必要がある。

この章では、「並進」、「振動」、「回転」を量子力学的に取り扱う

ことによって、波動関数とそのエネルギーを導く。この過程で自然

に量子化が現れてくる。

２８６
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○並進運動

１次元の自由運動のシュレディンガー方程式は

あるいは、簡潔に表現すると、Hψ=Eψである。

ここで、 である。

そして、一般解は

である。

　EΨ
x

Ψ

m
=−

2

22

d

d

2

h

ikxikx BeAeΨ −+=
m

k
E

2

22h
=

2

22

d

d

2
ˆ

x

Ψ

m

h
−=H

（自由運動とは，ポテンシャルエネルギーが
ゼロの運動である）

２８６
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９・１ 箱の中の粒子(a particle in a box)

図9・1のようなポテンシャルにしたがう自由粒子、すなわち

１次元の箱の中の粒子の問題を量子力学的に取り扱う。

質量mの粒子は、 x=0 と x=L にあ

る2つの無限の高さを持つ壁の間に

閉じ込められている。簡単のために、

この間のポテンシャルエネルギー

はゼロとする。

図9・1 通り抜けることができない
壁のある、１次元領域にある粒子。
x=0 と x=L の間でポテンシャルエネ

ルギーはゼロとする。

x =0 と x =L
の間はV=0
とする．

２８７
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「箱の中の粒子」の問題は何の役に立つのか？

二重結合と単結合が交互に連なったポリエンでは，炭素原子の数

が増えると，光の吸収極大が長波長側にずれてくる。炭素鎖が長く

なると，青，緑，赤色の可視光を吸収するので色が着いて見える。

炭素鎖が非常に長くなると可視光を全て反射するので金属光沢を

持つようになる。これが，２０００年にノーベル化学賞を受けた白川

英樹博士が発見したポリアセチレン(CH)xである。

着色して見える物質は，ポリエンのようにπ共役系が分子内に拡

がった構造を持っており，構造と物性の間の関係を調べることは，

「箱の中の粒子」の問題の応用である。

白川英樹博士
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トマトはどうして赤く見えるの？

キリヤ化学（株） 色と化学についてのQ&A http://www.kiriya-chem.co.jp/q&a.html

30

赤いトマトにはカロチノイド系色素のリコピンが含まれていて、赤

く見えます。

カロチノイドは二重結合が連なったポリエン構造をしています。

①ポリエンが長くなると青い光を吸収して、赤と緑の光を反射しま

すので、黄色に見えます。

②ポリエンがさらに長くなってリコピンのようになると、青と緑の光

を吸収して、赤い光だけを反射するようになり、赤く見えます。

リコピン



5月14日
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自然光のうち青と緑の光を吸収し、赤の光を反射するので
トマトは赤く見える。

32

銀は可視光をほぼ完全に反射するので白っぽく見える．金は黄
色と赤の光を反射するので黄金色に見える．銅は主に赤の光
を反射するので赤味を帯びて（銅赤色）見える．

キリヤ化学，色と化学についてのＱ＆Ａ，http://www.kiriya-chem.co.jp/q&a.html
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有機物導電体：ポリアセチレン （CH)x

34

寺尾武彦・前田史郎・山辺時雄・赤木一夫・白川英樹
Chem. Phys. Lett., 103, 347(1984)
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π共役系の長さと吸収極大波長の関係
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ベンゼン

ナフタレン

アントラセン

ナフタセン

ペンタセン

ピレン

1 184nm

2 221nm

3 256nm

4 280nm

5 310nm

240nm

最大吸収波長
（実測値）

π共役系の長さ
(ベンゼン環の数）

38

ベンゼン環の数と吸収極大波長の関係
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○シュレディンガー方程式

壁の間の領域でポテンシャルエネルギーはゼロであるので、
シュレディンガー方程式は「自由粒子」のものと同じになり、一般
解も同じである。

Ψ=
Ψ

− E
xm 2

22

d

d

2

h

( )
m

k
EkxDkxCxΨ kk 2

,cossin
22h

=+= 　　　

シュレディンガー方程式

一般解

x=0とx=L
の間は
V=0
とする．

２８７

( )
　kxDkxCkxiBAkxBA

kxikxBkxikxABeAexΨ ikxikx
k

cossinsin)(cos)(

)sin(cos)sin(cos

+=−++=
−++=+= −

40

（ａ）許される解

○自由粒子 Ekのあらゆる値が許される。

古典力学の結果と一致する。

○束縛粒子 粒子がある領域に閉じ込められているときは、

一定の境界条件を満たす波動関数しか許され

ない。 Ekがとり得る値が不連続になる

（量子化される）。

x
0 L

∞ ∞

２８７
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x0 L

∞ ∞

とする。

0,0 =>< ΨLxx 　の領域では　

境界条件 ( )
( ) 0

00

=
=

Lｋ

ｋ

Ψ
Ψ

∞=>< VLxx 　で　　,0

00 =≤≤ VLx 　　　で　

0=ｋΨ

0≠kΨ

２８７

粒子が，貫入できない無限大の高さの壁のある領域に閉じ込
められているときは， 一定の境界条件を満たす波動関数しか
許されない． この境界条件のために，運動エネルギー，Ekがと

り得る値が不連続になる，すなわち量子化される．

42

( )
m

k
EkxDkxCxΨ kk 2

,cossin
22h

=+= 　　　　

一般解

( ) ( ) 。であるから除外される　　　は　 00cos )1()1( ≠= kk kxDx ΨΨ
( )

( ) ( )
境界条件を満たす。　　　　　　　　　　

であり　　　　　　　　　　　　

のとき、　　は　　

0L0

,...2,1,sin
)2()2(

)2(

==

===

kk

k nnkLkxCx

ΨΨ

πΨ

( )

2

222222

822

,2,1,sin

mL
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n

m

k
En

n
L

xn
Cxn

=⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛==

==Ψ

hh

L

π

π

　　　　　　

　　　　　　　

したがって、解は L
n

k

nkL

π
π

=∴

=

２８８



43

（ｂ）規格化

規格化条件

( )

2

1

2

0

22

0

2

0

2

2

2
dsind

1d

⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛=

==

=

∫∫

∫

L
C

LC
x

L

xn
CxxΨ

xΨ

LL

n

L

　　　　　　　　

したがって、

π

◎0＜x＜Lの領域に閉じ込められた粒子の波動関数とエネルギー

( )

2

22

2/1
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L
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L
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=
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　　　 L
π

２８９
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( )

2

22

2/1

8

,2,1,sin
2

mL

hn
En

n
L

xn

L
xn

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

　

　　　 L
π

図9・2 箱の中の粒子に対して許さ

れるエネルギー準位．エネルギー
準位がn2の形で増加するから，準

位間隔が量子数の増加とともに増
加することに注意せよ．

◎0＜x＜Lの領域に閉じ込められた

粒子の波動関数とエネルギー

２８９
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（ｃ）解の性質

波動関数ψnは、

(1)定在波である。 →量子化

(2)n-1個の節(node)を持つ

(3)ゼロ点エネルギー を持つ

粒子のとり得る最低エネルギーはゼロではない。（古典力学で
はゼロが許されていて，静止した粒子に相当する）

2

2

1 8mL

h
E =　

図9・3 箱の中の粒子の最初の５

つの規格化した波動関数の例。各
波動関数は定在波である。

２８９
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根拠９・１ 箱の中の粒子のエネルギーの導出

ド・ブローイの関係式と波動関数の境界条件から，箱の中の粒

子のエネルギーを求めよ．

［解法］箱にちょうどあてはまるには，距離Lが半波長のn倍でなけ

ればならない．

L
1,2,...

2

1,2,...
2

1

==

=×=

n
n
L

nnL

　　　

　　

λ

λ

波長 λ と運動量 p の間にはド・ブローイの関係式が成り立つ．

L
nhh

p
2

==
λ

したがって，許されるエネルギーは

mL
hn

mL
hn

m
p

En 82

1

42

22222

===

２８８
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(1) 系の状態はその系の波動関数Ψ によって完全に規定される

(2) 量子力学的演算子は古典力学の物理量を表す;

全エネルギーの量子力学的演算子はハミルトニアンH である．

(3) 観測量は量子力学的演算子の固有値でなければならない；

ハミルトニアンHの固有値方程式は、シュレディンガー方程式

H Ψ = E Ψ と呼ばれる。

(4)  量子力学的演算子の固有関数は直交する

(5) 交換しない量子力学的演算子に対応した物理量は、任意の精度
で同時に測定できない（ハイゼンベルグの不確定性原理）；例え
ば、位置と運動量

８・７ 量子力学の基本原理

量子力学においては、

２８１本日のポイント（１）

48

箱の中の粒子(a particle in a box)

箱の中の粒子のポテンシャルエネルギー

x =0 と x =L
の間はV=0．

２８７本日のポイント（２）

○解の性質

箱の中の粒子の波動関数ψnは、

(1)定在波である。 →量子化

(2)n-1個の節(node)を持つ

(3)ゼロ点エネルギーを持つ

（粒子のとり得る最低エネルギー
はゼロではない）

箱の中の粒子の最初の５つの規格化した波動関数

2

2

1 8mL

h
E =　

( )

2

22

2/1

8

,2,1,sin
2

mL

hn
En

n
L

xn

L
xn

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

　

　　　 L
π



49

□１７ 演算子の期待値は である．

□２０ 二つの演算子は

のとき可換である．

本日のチェックリスト（第８章）
２８２

[ ] 0, 122121 =ΩΩ−ΩΩ=ΩΩ
))))))

τdˆΩ *∫= ΨΩΨ

50

□１ 自由な粒子の波動関数は

であって、

である．

□２ 長さLの一次元の箱の中の粒子の波動関数とエネルギーは、

それぞれ

である。ゼロ点エネルギー、つまり許される最低のエネルギーは

である。

本日のチェックリスト（第９章）
３２３

ikxikx BeAeΨ −+=

mkE 222h=

( )
2

222/1

8
,,2,1,sin

2

mL

hn
Enn

L

xn

L
xn ==⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ 　　　　 L

π

2

2

1 8mL

h
E =　
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（１）自習問題８・５

cos axは，(a) d/dx，(b) d2/dx2の固有関数か？

また，固有関数であれば，固有値はいくらか。

（２）本日の授業についての意見，感想，苦情，改善提案など．

２７９
５月１３日，学生番号，氏名
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(d)重ね合わせと期待値

１次元軸上（例えば x 軸上）を直線的に運動する粒子の波動

関数を Ψ = 2Acoskx であるとする。 これは、(8・19)式で A=B 

としたことに相当する。

( )

kxA

kxikxkxikxA

eeAΨ

BA

BeAeΨ

ikxikx

ikxikx

cos2

)sincossin(cos

=
−++=

+=

=

+=

−

−

　　

　　

のとき

　　①　　②

)198( ⋅+= − 　　　ikxikx BeAeΨ

)18(
d

d

2 2

22

　　　ΨΨ
E

xm
=−

h

(8・19)の関数は微分方程式
(18)の一般解である． [p269]

８・５ 波動関数に含まれる情報 ２７５
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①Ψ1=Aeikxは＋ x方向に運動量 で運動する粒子を表わす．

② Ψ2=Ae-ikxは－ x方向に運動量 で運動する粒子を表わす．

①、②ともにシュレディンガー方程式の解であるから、一般解は

Ψ = Ψ1 ＋ Ψ2

のように，１次結合(重ね合わせ）で表わされる。

このことは、粒子がどちらの方向に運動しているかは予測できない

ことを意味している。

hk+

hk−

２７５

60

波動関数Ψ = 2Acoskx で表わされる粒子の運動を調べるた

めには、運動量演算子 を用いて固有値方程式

を解けば、その固有値として運動量pxが得られる。

しかし、波動関数Ψ に運動量演算子 を作用させると、

となる。この式は固有値方程式ではないから、運動量pxは求め

られない。

xp̂

ΨpΨp xx =ˆ

xp̂

kxA
ix

kx

i

A

x

Ψ

i
Ψpx sin2

d

cosd2
ˆ

hhh
−==

∂
∂

=

２７５
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このように、粒子の波動関数Ψが、ある物理量の演算子の固有
関数でないときには、その物理量は決まった値を持たない。

しかし、いまの例の場合、運動量が完全に不定にはならない。
これは波動関数Ψが

のように、AeikxとAe-ikxの１次結合であり、これらの関数は、そ

れぞれ正または負の方向へ運動する粒子の固有関数である。

( )ikxikx eeAΨ −+=

( ) ( )

( ) ( ) hh
h

hh
h

kpekeik
i

ep

kpekeik
i

ep

x
ikxikxikx

x

x
ikxikxikx

x

−=−=−=

===

−−− 　　

　　　　　

,ˆ

,ˆ 正方向

負方向

２７５
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−+ += ΨΨΨ

ここで、 と は、それぞれ正または負方向へ運動

する粒子の運動量を表わし、その大きさは同じである。

すなわち、Ψ はΨ +とΨ −の１次結合（重ね合わせ）で表わされ

る。

hk hk−
２７５

長期間繰り返し観測を続けると、大きさはいつも同じであるが、正

方向へ運動する粒子を見い出す確率と、負方向へ運動する粒子を

見い出す確率は等しいことになる。

その粒子を捕まえてみれば、正方向へ運動する粒子であるか、

あるいは負方向へ運動する粒子であるか、が確定するが、予めそ

れを予測することはできない。それぞれ半分の確率であることを予

測できるだけである。
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これと同じ解釈が、ある演算子の固有関数の１次結合で導か

れた、どんな波動関数にも当てはまる。波動関数Ψ が運動量演

算子 の固有関数 Ψk の1次結合（重ね合わせ）で書けるとす

る。すなわち、

xp̂

∑=++=
k

kkΨcΨcΨcΨ L2211

ここで、ck は数係数であり、異なるΨk は異なる運動量状態に

対応する。

(8・33)

２７６
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量子力学によると、

(1)運動量を測定するときは、1回の観測では、重ね合わせに寄与し

ているΨkに対応する固有値の１つが観測される。

（２）一連の観測で、ある特定の固有値が測定にかかる確率は、１次

結合の中の対応する係数の絶対値の２乗 (|ck|
2) に比例する。

∑=++=
k

kkΨcΨcΨcΨ L2211 (8・33)

２７６
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量子力学によると、

（３）多数の観測の平均値は、問題にしているオブザーバブル

(物理量）に対応する演算子 の期待値 で与えられる。

ある演算子の期待値は、次のように定義される。

期待値は、ある性質を多数回観測したときの加重平均である。

τdˆΩ *∫= ΨΩΨ

Ω̂ Ω

∑=++=
k

kkΨcΨcΨcΨ L2211 (8・33)

(8・34)

２７６
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（まとめ）

量子力学によると、

(1)運動量を測定するときは、1回の観測では、重ね合わせに寄

与しているΨkに対応する固有値の１つが観測される。

（２）一連の観測で、ある特定の固有値が測定にかかる確率は、

１次結合の中の対応する係数の絶対値の２乗 (|ck|
2) に比例す

る。

（３）多数の観測の平均値は、問題にしているオブザーバブル

(物理量）に対応する演算子 の期待値 で与えられる。

ある演算子の期待値は、次のように定義される。

期待値は、ある性質を多数回観測したときの加重平均である。

τdˆΩ *∫= ΨΩΨ

Ω̂ Ω

２７６
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量子力学によると,

(1)運動量を測定するときは，1回の観測では，重ね合わせに寄与

しているΨkに対応する固有値の１つが観測される．

（２）一連の観測で，ある特定の固有値が測定にかかる確率は，１

次結合の中の対応する係数の絶対値の２乗 (|ck|
2) に比例する．

（３）多数の観測の平均値は，問題にしているオブザーバブル(物

理量）に対応する演算子 の期待値 で与えられる．

ある演算子の期待値は，次のように定義される．

期待値は,ある性質を多数回観測したときの加重平均である．

τdˆΩ *∫= ΨΩΨ

Ω̂ Ω

本日のポイント（２）

∑=++=
k

kkΨcΨcΨcΨ L2211

２７５
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例題８・７ 期待値の計算

最低エネルギー状態にある水素原子において，原子核から電子

までの距離の平均値を計算せよ．

［解法］平均半径は，原子核からの距離に対応する演算子の期待

値で，この演算子は r を掛けることである．期待値<r>を計算す

るには

（１）規格化した波動関数を求め，

（２）式(8・34)の期待値を計算すればよい．

τdˆΩ *∫= ΨΩΨ (8・34)

２７７
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１０章で導かれるように，水素原子の１ｓオービタルの波動関数

ψ1sは次のように書ける．

ここで，a0はボーア半径52.9pm（52.9☓10-12m）である．
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a0=52.9pmであるから，

<r>=79.4pmとなる．
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この結果から次のことがいえる．もし，核から１ｓ電子までの距離

を非常に多数回測定すれば，その平均値は79.4pmとなるであろ

う．しかし，個々の観測ではそれぞれ異なっていて予測のつかな

い結果が得られるはずである．これは，波動関数がrに対応する

演算子 の固有関数ではないからである．r̂
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(演算子) ×(関数)≠(定数因子）×(同じ関数)

したがって，Ψ は の固有関数ではない．r̂

２７７

72

自習問題８・９

水素原子において，原子核から電子までの根平均二乗距離

<r2>1/2を求めよ．

<r2>1/2は距離rの二乗r2の平均の平方根である．

水素原子の１ｓオービタルの波動関数ψ1sは次のように書ける．

ここで，a0はボーア半径52.9pmである． r2の期待値<r2>を計算し，

平方根を取ればよい． <r2>は次のように書ける．
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