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無機化学 2012年4月～2012年8月

水曜日１時間目114M講義室

第５回 ５月１６日

量子力学の基本原理・並進運動：箱の中の粒子・トンネル現象・振
動運動：調和振動子・回転運動：球面調和関数

担当教員:福井大学大学院工学研究科生物応用化学専攻

教授 前田史郎

E-mail：smaeda@u-fukui.ac.jp

URL：http://acbio2.acbio.u-fukui.ac.jp/phychem/maeda/kougi

教科書：アトキンス物理化学（第８版）、東京化学同人

主に8・9章を解説するとともに10章・11章・12章を概要する
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（１）自習問題８・５ cos axは，(a) d/dx，(b) d2/dx2の固有関数か？

２７９
５月９日の解答例
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cos axは，d/dxの固有関数ではない。

cos axは，d2/dx2の固有関数である。
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授業内容
１回 元素と周期表・量子力学の起源
２回 波と粒子の二重性・シュレディンガー方程式・波動関数の

ボルンの解釈
３回 並進運動：箱の中の粒子・振動運動：調和振動子・

回転運動：球面調和関数
４回 角運動量とスピン・水素原子の構造と原子スペクトル
５回 多電子原子の構造・典型元素と遷移元素
６回 種々の化学結合：共有結合・原子価結合法と分子軌道法
７回 種々の化学結合：イオン結合・配位結合・金属結合
８回 分子の対称性(1)対称操作と対称要素
９回 分子の対称性(2)分子の対称による分類・構造異性と立体異性
10回 結晶構造(1)７晶系とブラベ格子・ミラー指数
11回 結晶構造(2)種々の結晶格子・Ｘ線回折
12回 遷移金属錯体の構造・電子構造・分光特性
13回 非金属元素の化学
14回 典型元素の化学
15回 遷移元素の化学
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(1) 系の状態はその系の波動関数Ψ によって完全に規定される

(2) 量子力学的演算子は古典力学の物理量を表す;

全エネルギーの量子力学的演算子はハミルトニアンH である．

(3) 観測量は量子力学的演算子の固有値でなければならない；

ハミルトニアンHの固有値方程式は、シュレディンガー方程式

H Ψ = E Ψ と呼ばれる。

(4)  量子力学的演算子の固有関数は直交する

(5) 交換しない量子力学的演算子に対応した物理量は、任意の精度
で同時に測定できない（ハイゼンベルグの不確定性原理）；例え
ば、位置と運動量

８・７ 量子力学の基本原理

量子力学においては、

２８１
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V →H → E → ψ → Ω → ω

①問題とする系のポテンシャルエネルギーVを導く．

系のハミルトニアン H を書くことができる．

②シュレディンガー方程式 H ψ = E ψ を解く．

固有値である全エネルギー E を求めることができる．

③ E をシュレディンガー方程式に代入してψを求める．

固有関数である波動関数ψを求めることができる．

④任意の物理量オメガに対応する量子力学的演算子，Ω，

を波動関数ψに作用させ，固有値方程式Ωψ=ωψを解く．

任意の物理量を固有値ωとして計算で求めることができる．

量子力学において任意の物理量を求める手順
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(ｄ)直交性

量子力学では、異なるエネルギーに対応する波動関数は直交

する（オブザーバブルはエルミート演算子で表すことができる。エ

ルミート演算子の異なる固有値に対応する固有関数は互いに直

交している）。２つの波動関数の積の積分がゼロになるとき，こ

の２つの波動関数は直交しているという。

0d* =′∫ τnnΨΨ

ここで、 と は異なるエネルギーに対応する波動

関数である。
nΨ nΨ ′

（直交条件）

２９２
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直交条件のブラケット表示（ディラック表示）

>′<⇒=′∫ nnΨΨ nn |0d*
　　　　　　τ

ブラ <n| 波動関数 の複素共役

ケット |n’> 波動関数

ブラケット

nΨ
*

nΨ

nΨ ′

0d| * =>=′< ′∫ τnnΨΨnn

３２４
補遺９・１ ディラックの表記法
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○ブラケット表記による規格化条件

　　　　　　　　　　　　 1d1| * =⇒>=′< ′∫ τnnΨΨnn

○ブラケット表記による直交規格化条件

　　　　　nnnn ′>=′< δ|
ここで、 はクロネッカーのデルタ記号である。

　　　　　=′nnδ
0

1

nn ′≠

nn ′=

　nn ′δ
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９.6 二次元の四角い井戸。粒子

は貫入できない壁で仕切られた
面内に閉じ込められている。

９・２ 二次元および多次元における運動

箱の中の粒子の二次元版を考える。粒子が二次元平面内の、

0<x<L1および0<y<L2の領域に閉じ込められている。この領域内

ではポテンシャルエネルギーはゼロ、それ以外は∞である。

波動関数はxとyの関数であり

シュレディンガー方程式は次式

となる。
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○二次元における運動のシュレディンガー方程式
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変数分離できる理由は（根拠９・３）
に示されている．
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根拠９・３ 二次元の箱の中の粒子への変数分離法の応用

波動関数が２つの関数X，Yの積に分割できることを示す第一

段階として，次のように書けることに注目する．

そうすると，式(9・10)は

となる．両辺をXYで割り，得られた式を整理すれば，次の式が

得られる．
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左辺の第１項はxだけの関数，第２項はyだけの関数であるが，右

辺は定数である．任意のx,yについて，この等式が成り立つために

は，左辺の第１項，第２項ともに定数でなければならない．前者

を-2mEY/h2 ，後者を-2mEY/h2，EX+EY=Eとすれば次式となる．

これらを書き換えれば，(9・11)式の２つの常微分方程式，つまり

変数が１つの微分方程式になる．
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９.7
長方形の面に閉じ込められた粒子の波動関数を、等しい振幅
の等高線図で描いたもの。

(a) n1 = 1, n2 = 1, 最もエネルギーの低い状態(基底状態）,
(b) n1 = 1, n2 = 2,（節面１つ)
(c) n1 = 2, n2 = 1, （節面１つ)
(d) n1 = 2, n2 = 2. （節面２つ) 
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(b)縮退

箱の面が正方形のとき，L1=L2=L．
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n1=1，n2=2 と n1=2，n2=1のとき，異なる波動関数が同じ

エネルギーに対応している．この状態を縮退という．
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９.8 正方形の面

に閉じ込められた

粒子の波動関数。

一方の波動関数を

90°回転させると

他方に変換される。

これら２つの関数

は、同じエネルギー

に対応する。縮退と

対称性の間には密

接な関係がある．

２９５
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９・３ トンネル現象

量子力学的な系で，位置座標xの関数として表わされたポテン
シャルV(x)があるとき，その最高値よりも小さい運動エネルギーE
を持つ粒子が，ポテンシャルの山を突き抜けて内から外に，ある
いは外から内に移る現象． （理化学辞典）

V(x)

E

?

２９６
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粒子論においては、入射粒子のエネルギーEがポテンシャル

障壁の高さUよりも小さいなら、そういう粒子はけっして障壁を越

えることができないから、必ず反射されてしまって障壁の向こう

側に現れることはけっしてない。すなわちこのとき反射率Rは1で

あり、透過率Tは0である。また逆にEがUより大きいなら、粒子

は必ず障壁を越えて障壁の他の側に進んでゆく。したがって、こ

のとき反射率は0で透過率は1である。

ところが、波動論においては事情が異なる。入射エネルギー

がEであってE>Uの場合の反射率はけっして0にはならない。ま

た、E<Uの場合の透過率はやはりけっして0ではない。しかし、こ

のとき透過率の分母には双曲線関数が現れるので、障壁の高

さが大きいと透過率は極めて小さくなる。

量子力学Ⅱ(第２版） 朝永振一郎 みすず書房 ｐ１０５
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9.9 障壁に左から入ってくる粒子は振動する波動関数を持つ。

しかし、障壁の内部では E<V であれば振動は存在しない。もし、

障壁がそんなに厚くなければ、壁の反対側における振幅はゼロ

ではなく、再び振動が始まる。

２９６
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図９・１０ 粒子が左から

障壁に入射する際の反

射波、障壁の中を減衰し

ながら伝播する波、障壁

を通り抜けた透過波。

①V=0 ③V=0②V=V

領域① ikxikx BeAe −+=1Ψ mEk 2=h

領域② xx DeCe κκΨ −+=2 ( )EVm −= 2hκ

領域③ ikxikx eBeA −′+′=3Ψ mEk 2=h

２９６
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波動関数は連続でなければならない。

したがって，

ψ1(0)=ψ2(0),

ψ2(L)=ψ3(L),

DCBA +=+

ikL

ikLikLxx

eA
eBeADeCe

′=

′+′=+ −−κκ

図12・11 波動関数とその

勾配（導関数）は障壁の縁

で連続でなければならない。

領域③で右から左へ運動す
る粒子はないので，B’=0であ

る。

２９６
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図9・11 波動関数とその勾

配（導関数）は障壁の縁で

連続でなければならない。

ψ’1(0)=ψ’2(0),

ψ’2(0)=ψ’3(0),

DCikBikA κκ −=−

ikL

ikLikLxx

eAik
eBikeAikDeCe

′=

′−′=− −−κκ κκ

未知数はA，B，C，D，A’の5つ，方程式は4つだが比 は求まる。

２９６

A
A'

23

透過確率T は障壁の厚さLとm1/2

に対して指数関数的に減衰する。

（１）障壁が薄いほど，

（２）粒子の質量が小さいほど，

粒子はトンネルしやすい。図9・13 障壁の内部で

は重い粒子の波動関数

は速く減衰する。
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図９・２ 障壁を透過する遷移確率．横軸は入射粒子のエネルギー

を障壁の高さの倍数で表わしてある．各曲線は の値でラ
ベルしてある．左側のグラフはE<V，右側はE>Vである．E<Vでは古

典的にはTは0になるはずであるが，T>0となっている．一方，E＞V
では，古典的にはTは1であるはずであるが，T<1となっている．

h/2mVL

２９７
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放射性壊変には，α壊変，β壊変，γ

壊変の３種類があり，それぞれα線（α

粒子），β線（電子線），γ線（波長の短

い電磁波）を放出する．

α粒子は，ヘリウムの原子核であり，

陽子２つと中性子２つとからなる重粒子

である．

ガモフ (ロシア，アメリカ：1904 - 68) は 元素の α 崩壊 が トン

ネル効果でうまく説明できることを 見出した (1928)． これが量子

力学の成功の 有力な証拠の１つとなった．

［高田健次郎九大名誉教授 ミクロの世界 - その１ - (原子の世界の謎) ］

http://www2.kutl.kyushu-u.ac.jp/seminar/MicroWorld2/2Part1/2P17/alpha_decay.htm
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トンネル現象の例

(1)α壊変

質量数Ａが大きい核種の多くのものは過剰の質量をα粒
子の形で放射しようとする傾向がある。

27

ガモフ (ロシア，アメリカ：1904 - 68) は 元素の α 崩壊 が トン

ネル効果でうまく説明できることを 見出した (1928)． これが量子

力学の成功の 有力な証拠の１つと なった．

http://www2.kutl.kyushu-u.ac.jp/seminar/MicroWorld2/2Part1/2P17/alpha_decay.htm

［高田健次郎九大名誉教授 ミクロの世界 - その１ - (原子の世界の謎) ］
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トンネル現象の例

(2)アンモニア分子，NH3，の反転運動

N原子は，H原子の作る三角形の両

側に同じ確率で存在している．これは，

N原子がH原子の作るポテンシャル障

壁をトンネル効果により通り抜けるた

めである．

(3)水素結合系におけるプロトン移動

HO

O H O

O H

O

OO

O H

⇋
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９章「量子論：手法と応用」では、分子全体の運動エネルギー

「並進」と，分子の内部エネルギーである「振動」および「回転」

を量子力学的に取り扱うことによって、波動関数とそのエネル

ギーを導く。この過程で自然に量子化が現れてくる。これらの

波動関数は，水素原子の波動関数に現れる。

30

○振動運動

粒子が，その変位に比例する復元力，

kxF −=
を受けると，調和振動(harmonic motion)を行う．バネをxだ

け伸ばすと，伸ばした長さに比例してバネが縮まろうとする

力が働く．kは力の定数である．

調和振動子

３００
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力FはポテンシャルエネルギーVと，次の関係がある．

x
VF

d
d

−=

したがって，調和運動の力FはポテンシャルエネルギーV，

2

2
1 kxV =

に相当する．

シュレディンガー方程式は次のように書ける。

Ψ=Ψ+
Ψ

− Ekx
xm

2
2

22

2
1

d
d

2
h

（9・24）

３００

32

図13.27
調和振動子の放物線ポテン

シャルエネルギー

V = 1/2 kx2 ．

ここで， x は平衡位置からの

変位である。曲線の狭さは力

の定数 k に依存している。 k

が大きいと，同じ変位を起こ

させるのに大きな力を加えな

ければならない（堅いバネ）。

４８０
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９・４ エネルギー準位 ９・５ 波動関数

調和振動子のシュレディンガー方程式は、良く知られた微分
方程式であり、その解は、
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mk
xy hα
α

　　

ここで、

Hv(y)はエルミート(Hermite)多項式と呼ばれている。

３００－３０２

( ) ( ) 2

2y

eyHNxΨ
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= vvv
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−

−
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　　　　　　　　 vv
表９・１ エルミート多項式 Hv(y)

例えば、H0(y)＝１であるから、調和振動子の基底状態
（v = 0)（最低エネルギー状態）の波動関数は次式。

( ) 2

22

2
0

2
00

α
xy

eNeNxΨ
−−

==

３０２
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コメント９・２

エルミート多項式 Hv(y) は，次の微分方程式(1)の解である。また，
これは漸化式(2)を満足する。ここでダッシュ（‘）は微分を表す。

)2(22
)1(022
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''

　　　

　　　

−+ −=
=+−

vvv

vvv

v
v

HyHH
HyHH '

次の積分は重要である。

のとき

のとき
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vvvv =
≠

⎩
⎨
⎧

=−
∞

∞−
∫ '

'
!2

0
d 21'

2

π
yeHH y

３０２
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例題９・３ 調和振動子の波動関数の規格化

規格化されていない波動関数は

である。コメント９・２に与えられている積分から，

となる。ただし，v!=v(v-1)(v-2)･･･1 である。したがって，

である。

( ) 22yeyH −=Ψ vv

( ) !2ddd 21-2** 2

vv
vvvvv απαΨΨαΨΨ === ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

yeyHyx y

( ) 2121 !2
1
v

v vαπ
=N

３０３
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v = 0

1

2

3

4
である。隣り合う準位の間隔は

となり、すべてのvに対して同じである。

vの許される最小値は0であるから、

調和振動子は零点エネルギー

を持つ。

......3,2,1,0,,
2
1 2

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += vvv 　　　　＝　　　

m
kE ωωh

ωh=−+ vv EE 1

ωh
2
1

0 =E

①振動エネルギー準位間隔はhωであり，一定である。
②最低エネルギーは(1/2) hωであり，ゼロ点エネルギーがある。

ωh 赤外
吸収

振動エネルギー準位

３００
許されるエネルギー準位は

38

二原子分子の調和振動子モデル
３００

モデル：分子＝ばねでつながった原子

r：核間距離、re：平衡核間距離

x：変位(x=r-re)、kf：ばね定数

2

2
1)( xkxV f=

xk
t
x

f−=2

2

d
dμ

21

21

mm
mm

+
=μ

μ：換算質量(m1,m2：原子1,2の質量）

古典運動方程式

ポテンシャルエネルギー
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v = 0

1

2

3

4

ωh 赤外
吸収

振動エネルギー準位

振動数

エネルギー準位

μπ
fk

2
1

＝ν

......3,2,1,0,
2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += vvv 　νhE

３００
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ばね定数が大きいほど，堅いばねである．三重結合を持つ

N2のkfは大きい．一方，塩素分子の単結合はkfが小さく柔ら

かい結合である．

ＥＸ
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数値例９・３ 分子振動の吸収振動数の計算

代表的なX-H型の化学結合の力の定数は500Nm-1くらいである。
プロトンの質量はほぼ1.7×10-27kgであるから（電子の質量は無

視できる）

となり，隣接準位間の間隔ΔEは

１モルあたりにすると，

114
27

12

s104.5
kg107.1
mkgms500 −

−

−−

×=
×

== 　
　

　

m
kω

eV36.0
JeV101.60

J107.5
J107.5

s104.5Js1005.1

1-19-

20

20

11434

=
×

×
=

×=

×××==

−

−

−−ωΔ hE

112320 kJmol34mol1002.6J107.5 −−− =×××== ωΔ hE

３０１
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結合の振動を一つの準位から直ぐ上の準位に励起するには，
振動数νが

したがって，波長λが

の電磁波が必要となる。だから，分子の隣接振動エネルギー
準位間の遷移は赤外線で刺激され，あるいは赤外線を放出す
ることになる。

赤外線あるいは遠赤外線は，ヒトの目には感じられないが物
質の振動エネルギー準位を励起させるので，暖かく感じる。

113
34

20

s106.8
Js1063.6
J107.5 −

−

−

×=
×
×

=
Δ

=
h
Eν

m3.5m105.3
s106.8

ms100.3 6
113

18

μ
ν

λ =×=
×

×
== −

−

−c

３０１
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電磁波スペクトル

電磁波は，波長の短い，宇宙線，γ線から，波長の長いマイ

クロ波，ラジオ波まで広く分布している．可視領域の電磁波を光

という．

ＥＸ
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同じ分子でも、赤外吸収スペクトルは環境により変化を受ける

CH3CH2OH

CH3CH2OH

気体

液体中
（10% in CCl4）

ＥＸ

ＯＨ伸縮振動
多分子間水素結合

ＯＨ伸縮振動

ＣＨ伸縮振動

ＣＨ伸縮振動

（米国標準局のホームページ参照）
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特
性
吸
収
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の
重
ね
合
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せ
で
表
現
で
き
る

安息香酸

エタノール

アセトン

C=O伸縮

ＥＸ
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13・10選択律

振動遷移が赤外線を吸収して遷移できるかどうか

OO

OC

δ−δ+

OC

δ−δ+

O
δ−

C

δ+ O

δ−

O O

O C

δ− δ+

O

δ−

振動する
電場ベクトル
＝赤外線

赤外活性
２１４３ｃｍ－１

赤外活性
６６７ｃｍ－１

赤外不活性

双極子モーメントがある基準振動により変化すればその基準振動は赤外活性

C

４８０

双極子モーメントを持たない

47

電気双極子モーメントµと分極率α
δ+δ-

δ+δ-

d

dd Δ+

電気双極子モーメントが振動によって変化する

（対称伸縮振動）
振動によって

ラマン活性：分極率αが変化する．

赤外不活性：双極子モーメントµはない．

（逆対称伸縮振動）
振動によって

ラマン不活性：分極率αは変化しない．

赤外活性：双極子モーメントµが変化する．

赤外活性

赤外活性 ラマン不活性赤外不活性 ラマン活性

ＥＸ

δμ d=

δΔδμ dd +=

48

選択律の違い—赤外吸収とラマン散乱の使い分け

自由度

３ｘ３
－３
－３
＝３

自由度

３ｘ３
－３

－２
＝４

４８７
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変角振動（上と同じだが見る方向が90°異なる）

CO2のIRスペクトル

逆対称伸縮振動 対称伸縮振動
（赤外不活性）

変角振動

波数／cm-1

ＥＸ
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回転運動と水素原子の電子の運動

半径r ポテンシャル

エネルギー

波動関数ψ(r，θ，φ)

動径部分Rn,l(r)
角度部分Yl,m(θ，φ )

Θ (θ) Φ (φ)

平面（円）上の

２次元回転運動
一定 ゼロ

球面上の

３次元回転運動
一定 ゼロ

水素原子の

電子の運動
変数

クーロン引力

r
ZeV

0

2

4πε
−=

φlime±

( )θcoslm
lP

n
l,n

l eL)
n

( 2
ρ

−ρ

lnL , ：ラゲール多項式

：ルジャンドル多項式

L3,2,1=n

llllml ,1,,1, −+−−= L

1,,2,1,0 −= nl L
( )θcoslm

lP

ＥＸ
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二原子分子の剛体回転子モデル
（詳細については「13章分子分光学」参照）

４６８

モデル：分子＝棒でつながった原子

m1,m2：原子1,2の質量

二原子分子の慣性モーメント
2rI μ=

古典回転エネルギーと角運動量

( ) ( )22222

2
2

2
12

2
1

2

xxyx

yx

IIJJJ
I

JIIE

ωω

ωω

+=+=

=+=

直線分子＝二次元回転子
52

0
1
2

3

4

5

6

J
回転エネルギー準位

エ
ネ

ル
ギ

ー

2B

4B

6B

8B

回転エネルギー準位間隔は，2B(J+1)で
あり，J→J+1の遷移でJ=0のとき2B，J=1
のとき4B，J=2のとき6Bである．

①回転エネルギー準位間隔は，2B(J+1)であり，一定ではない。
②吸収線の間隔は2Bであり，一定間隔である．

③最低エネルギーはゼロであり，ゼロ点エネルギーはない。

４６８
三次元の回転運動

エネルギー準位と多重度

( ) L
h ,2,1,0,
2

1
2

=+= J
I

JJE 　　

多重度 gJ = 2J + 1
Jの与えられた値に対して，mJの許され

る値が2J + 1個ある。すなわち，各エネル
ギー準位の多重度は2J + 1である。
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COの振動回転スペクトル二原子分子の振動回転
エネルギー準位

分子の振動と回転は同時に起こるので，
二原子分子では振動回転スペクトルが
観測される。

４８５
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剛体回転子の問題は，分子の回転スペクトルから，原子
の質量や結合長を決定するときに応用できる。
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回転スペクトルの吸収線は等間隔(2B)である。

cI
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I
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π4

2

2

h

h

=∴

=

回転定数B
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図１３・１９ 直線回転子の

回転エネルギー準位と，選

択律⊿J=±1によって許さ

れる遷移，および代表的な

純回転スペクトル．

2B

４７４

エネルギー準位が高くなるに連
れて，占拠数は指数関数的に
減少するはずだが途中まで強
度が増大している．回転準位の
場合は各準位の多重度は２Ｊ＋
１である．高いエネルギー準位
ほど多重度が増すので，収容で
きる粒子の数は増えるので，吸
収強度はどこかで極大になり，
その後は単調に減少する．
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図１３・３４ HCｌの高分解能振動回転スペクトル． H35CｌとH37Cｌ

の両方が寄与するので（天然存在比は３：１である），吸収線は対
になって現れる．

４８４
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□４ 関数 と は， であれば，直交している。系

の異なるエネルギーに対応する全ての波動関数は直交している。

規格化直交関数とは，規格されていて，互いに直交する一組の関

数である。

□６ 縮退波動関数とは，同じエネルギーに対応する異なる波動

件数である。

□７ トンネル現象とは，古典的には禁じられた領域に侵入したり，

通り抜けたりすることである。通過強度は，（９・２０a）式に与えられ

ている。

本日のチェックリスト ３２３

*ΨΨ 0d* =′∫ τnnΨΨ
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□８ 調和運動とは、変位に比例する復元力、F=-kxの存在のもと

での運動である。ここで、kは力の定数である。その結果、

V=(1/2)kx2となる。

□９ 量子力学的な調和振動子の波動関数とエネルギーは、それ

ぞれ（９・２８）式と（９・２５）式に与えられている。

本日のチェックリスト ３２３
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５月１６日，学生番号，氏名
（１）量子力学的な調和振動子の振動運動のエネルギーを示し、エ
ネルギー準位間隔，吸収線の間隔，最低エネルギーなどの特徴を
説明せよ。

（２）三次元の回転運動のエネルギー準位と多重度を示し、エネル

ギー準位間隔，吸収線の間隔，最低エネルギーなどの特徴を説明

せよ。

（３）本日の授業についての意見，感想，苦情，改善提案などを書

いてください．


