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４月１７日

（１）ライマン系列の最短波長の遷移にともなって放射される電磁波の
波長λ/nmを計算せよ．
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図１３・１ 水素原子のスペクトル 実測のスペクトルと，これを系列ご
とに分解したもの．バルマー系列の線は可視領域にあることに注意せ
よ．

可視領域赤外領域 紫外領域
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m1
m２重心

μ

x

z

y

重心の回りを２つの
質点が回転している

２体問題

原点の回りを換算質量 μ
の質点が回転している

（m1>>m2だと，μ≈m2）

１体問題

換算質量を用いると運動を簡単
に表すことができる．

（２）換算質量μを用いることの利点を簡単に説明せよ．
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１．水素型原子の構造とスペクトル

２．原子オービタルとそのエネルギー

３．スペクトル遷移と選択律

４．多電子原子の構造

５．一重項状態と三重項状態

６．ボルン・オッペンハイマー近似

７．原子価結合法

８．水素分子

９．等核ニ原子分子

１０．多原子分子

１１．混成オービタル

１２．分子軌道法

１３．水素分子イオン

１４．ヒュッケル近似

2009年度 授業内容
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水素型原子オービタルの１電子波動関数は，

( )θcosm
JP ：ルジャンドル陪多項式

lnL , ：ラゲール陪多項式

：球面調和関数

：動径波動関数
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１３・２ 原子オービタルとそのエネルギー

(a)エネルギー準位

原子オービタルは原子内の電子に対する１電子波動関数である．

水素型原子オービタルは，n，l，mlという3つの量子数で定義される．

主量子数：

角運動量量子数（方位量子数）：

磁気量子数：

エネルギー：
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球面調和関数 Ylm(θ,φ)
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球面調和関数の規格化と直交性
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第４の量子数であるスピン量子数 ms は である．

水素型原子の中の電子の状態を指定するためには，４つの量子数，

つまり， n ， l ， ml ， msの値を与えることが必要である．

また，電子のオービタル角運動量の大きさは であり，

その任意の軸上の成分は である．すなわち， mlは角運動量

のz成分の値を決める量子数である．座標軸は空間に固定されてい

るわけではない．電場や磁場をかけたときに自動的に空間軸が決

まり，それをz軸とすることができる．つまり， mlは電場や磁場が原

子にかかったときに重要な働きをする量子数である．
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1
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(3)回転運動

１２・６ 二次元の回転

xy面内における半径rの回転運動を考
える。

角運動量 Jz=±rp

エネルギー E=p2/2m

mr2は慣性モーメントIであるから、

E=Jz
2/2 mr2 =Jz

2/2I

となる。量子力学では、エネルギーが量
子化されるので、角運動量も離散的な
値しかとれない。

角運動量

=位置ベクトル×運動量

PrL
rrr

×=

[復習]
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(b)回転の量子化

回転のエネルギーEは量子化されている

また、角運動量Jも量子化されている h

K
h
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l
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m
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古典力学と量子力学の対応

変数 演算子

量子力学的角運動量演算子
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(b)イオン化エネルギー

元素のイオン化エネルギーIは，その元素のいろいろな原子のうちの

一つの基底状態，すなわち最低エネルギー状態から電子を取り除くの

に必要な最小のエネルギーである．

水素型原子のエネルギーは次式で表される．

水素原子では，Z = 1であるから，n = 1 のときの最低エネルギーは，

したがって，電子を取り除くのに必要なイオン化エネルギー Iは，

Hn hcR
n
Z

n
eZ

E
2

2

222
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μ

HhcRE −=1

HhcRI =
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図１３・６ 水素原子のエネルギー準位．

準位の位置は，プロトンと電子が無限遠に

離れて静止している状態を基準にした，相

対的なものである．

イオン化エネルギー

H+ + e－

H

HhcRI =
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(c)殻と副殻(shell and subshell)

nが等しいオービタルは１つの副殻を作る．

n=1,  2,  3,  4,…

K   L   M  N

nが同じで，lの値が異なるオービタルは，その殻の副殻を形成する．

l=0,  1,  2,  3,  4,  5,  6, …

s    p   d   f    g   h   i    

ｓ，ｐ，ｄ，ｆの記号は，それぞれスペクトルの特徴を表わす
英単語のイニシャルから取られており，順番に意味はない。

s ←sharp, p←principal, d←diffuse, f←fundamental
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0≤l≤n-1であるから， n ， l ， ml ，の組み合わせは次の表のようになる．

50, ±1, ±23d23

30, ±13p13

103s03

30, ±12p12

102s02

101s01

副殻の中のオービタルの数ml副殻ln



APR24

17

l=0 l=1 l=2

1s

2s

3s

2p

3p 3d

図１３・９

殻(shell)は n で決まる．

副殻(subshell)は l で決まる．

副殻の中のオービタルの数は

2l+1個である．

APR24

18



APR24

19

元素の周期表

3d遷移金属元素

ランタニド

アクチニド

1,   2,   3,   4,   5,   6,   7,   8,   9,  10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
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３ｄ遷移元素

• WebElementsTM Periodic table （http://www.webelements.com/）より

[Ar].3d1.4s2 [Ar].3d2.4s2

[Ar].3d3.4s2

[Ar].3d5.4s1 [Ar].3d5.4s2

[Ar].3d6.4s2 [Ar].3d7.4s2
[Ar].3d8.4s2 [Ar].3d10.4s1

スカンジウム チタン バナジウム クロム マンガン

鉄 コバルト ニッケル 銅
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1,   2,   3,   4,   5,   6,   7,   8,   9,  10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18
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(d) sオービタル

水素型原子の基底状態で占有されるオービタルは1sオービタルであ

る．n=1であるから，必然的にl=ml=0となる．Z=1の水素原子の場合，次

のように書ける．

( )
0

213
0

1 are
a

Ψ −=
π

この関数は角度に無関係であって，半径一定のあらゆる点で同じ値

を持つ，つまり球対称である．

電子の確率密度を描写する方法の一つは，|ψ|2を影の濃さで表現

することであるが，最も単純な手法は境界面だけを示す方法である．

この境界面の形は，電子をほぼ90%以上の確率で含むものである．
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図１３・１１ 1sと2sオービタルを電子密度を
使って表したもの．1sオービタルには節が
ないが，2sオービタルには１つある．図には
ないが，3sオービタルには2つの節がある．

図１３・１２ sオービタルの
境界面 球の中に電子を見
い出す確率は90%である．

節
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例題１３・２ オービタルの平均半径の計算

位置（動径）rを求めるための演算子は である．平均値を求めるた
めには，期待値を計算すればよい．期待値は(1)式で表される．

(1)

波動関数をψとし，その動径部分をR，角度部分をYとすると，

ττ ddˆ
2* ∫∫ == ΨrΨrΨr

r̂

drRr

YdrrrR

YrR

Ψrr

RYΨ
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∞
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23
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22
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22
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d
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φθθ

τ

τ

π π

球調和関数は規格化さ
れているので１である

mmlllmml YY ''

2

0 0

*
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π π
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水素型原子の1sオービタル動径波動関数はつぎのようである．
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ここで，

積分公式
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(e)動径分布関数

半径rで厚さdrの球殻上のどこかに電子を見いだす確率は，球対称な

1sオービタルの場合，

P(r) dr =Ψ24πr2 dr

である．この関数P(r)=4πr2Ψ2を動径分布関数という．

4πr2 drは半径rで厚さdrの球殻の体積dVである．

[ ] [ ]
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図１３・１４
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11・16 ３次元空間における波動関数のボルンの解釈． ３次元

の系において、位置rにおける領域dτ=dxdydzに粒子を見出す

確率は|ψ|2dτに比例する．

[復習]
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図11・18 球面極座標
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図11・19 球面極座標において

変数θは0→π，

変数φは0 →2π

まで変化する．

変数の領域は，どうすれば球面
全体を被うことができるかを考え
れば良い．角度φ=0の位置に緯度
θ=0からθ=πまで変化させた曲線
を考える．この曲線を，経度φ=0か
ら，ぐるっと一周φ=2πまで回して
やると球面全体をおおうことがで
きる．

[復習]
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体積要素

dτ

dτ = r2sinθ drdθdφ

極座標の体積要素dτ
[復習]

r
dθ

θ



APR24

31

１ｓオービタルは

であるから，

0

2

3
0

3

1

4 a
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s e
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Z
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=

( ) 0

2

2
3
0

3

1

4 a

Zr

s er
a

Z
rP

−

=

ｒ2の項はr→大で増大するが，

指数関数項exp(-2Zr/a0)はr→大で急速に減少し， r→∞でゼロとなる．

1sオービタルの動径分布関数

図１３・１５
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× ＝

2r
re− rer −2

ｒ2の項はr→大で増大するが，

指数関数項exp(-2Zr/a0)はr→大で急速に減少し， r→∞でゼロとなる．

したがって，これらの積ｒ2 exp(-2Zr/a0)は極大値をもつ．
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水素原子，すなわちZ=1のときは r=a0 （ボーア半径）で極大となる．

基底状態の水素原子で，電子が見い出される確率が最も高い最大

確率の半径はボーア半径a0である．[例題１３・３]

極大点では である．
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1sオービタルの最大確率半径

0

10

20

30

40

50

60

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

核電荷

最
大
確
率
半
径
r/
pm

例題13・3 最大確率半径の計算

水素型原子において，1sオービタルは原子核の電荷が増加する
につれて原子核に引き寄せられ最大確率半径は小さくなる．
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1ｓオービタルではなく，一般的なオービタルについては，

P(r)=r2R (r) 2

となる．ここでR(r)は動径波動関数である．

[根拠１３・３] ある電子の波動関数がΨ =RYであるときに，この電子

を体積素片dτの中に見い出す確率は

|Ψ |2dτ=|RY|2dτ

である．ここで，dτ=r2drsinθdθdφである．

角度に関係なく，一定距離rの位置に電子を見い出す全確率は半

径rの球の表面全体にわたってこの確率を積分したものでありP(r)dr

と書かれる．
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すなわち

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) drrRr

ddYdrrRr

dddrrYrRdrrP
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0 0
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22

0 0

sin,

sin,

=

=

=

∫ ∫
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π π

π π

φθθφθ

φθθφθ

球面調和関数Ylm(θ,φ)は規格化されているので，∬|Y(θ,φ)|2sinθdθdφ=1

である．したがって，動径分布関数Pn,l(r)=r2R (r) 2である．

1sオービタルの場合も同様に， P(r)=r2R(r) 2と書き表せる．しかし，球

面調和関数 は定数であるから，上式１行目におい

て，波動関数Ψ2=(RY) 2を積分の外に出せる．すると，残りの積分は

∬r2sinθdθdφ=4πr2である．そのため， P(r) dr =|Ψ|24πr2 drと書くのが一般

的である．

( ) ( ) 21
0,0 41, πφθ =Y
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2sオービタル（l=1，ml=0)の動径分布関数はP(r)=r2R (r) 2である．
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(f) p オービタル

2p 電子では，l = 1であり，その成分はml = -1,0, 1の３通りがある．

l = 1 ，ml =0の2pオービタルの波動関数は
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( )rfr
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極座標では rcosθ = z であるから，このオービタルはPz軌道ともいう．

30, ±12p12

副殻の中のオービタルの数ml副殻ln
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l = 1 ，ml = ± 1の2pオービタルの波動関数は次の形を持つ．

( ) ( )

( )rfer

ere
a

Z
YrRp

i

iaZr

φ

φ

θ

θ
π

φθ

±

±−
±±

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

sin
2

1

sin
8

1
,

21

2

52

0
211,11,21

0

m

m

このf 依存性をもつ波動関数はz軸のまわりに時計回りか，反時

計回りの角運動量をもつ粒子に対応する．これらの関数を描くに

は，実関数になるように一次結合，

をとるのが普通である．
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pxとpyは，大きさが等しく符号が反対

のmlから合成されているから定在波を

与え，z軸のまわりに正味の角運動量

をもたない．
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(g) dオービタル

50, ±1, ±23d23

30, ±13p13

103s03

副殻の中のオービタルの数ml副殻ln

n=3のとき，l=0,1,2を取ることができ，このM殻は，１個の3s

オービタル，3個の3pオービタル，5個の3dオービタルから成る．
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図１３・１８ d オービタルの境界面．２つの節面が原子核の位置で交

差し，ローブを分断する．暗い部分と明るい部分は波動関数の符号が

互いに反対であることを示している．

APR24
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結晶場中の電子エネルギー状態の分裂

遷移金属原子が配位子によって取り囲まれている状態，すな

わち金属錯体を考えよう．

中心原子の電子状態は，周りの配位子の静電場の影響を受け

る．そのためにdオービタルのエネルギー状態の縮重が解けて

Eg (dz2, dx2-y2)およびT2g (dxz, dyz, dxy)の２つに分裂する．ここで，

EgおよびT2gはオービタルの対称性を表わす記号である。

y

x

zz

x

y

正八面体型
六配位錯体

正四面体型
四配位錯体
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結晶場におけるエネルギー準位（１）

z

y

x

z

x

z

y

z

y

x

y

x

dz2 dxz dyz dx2 – y2 dxy

y

x

z

八面体型六配位の場合，配位子はx, y, z軸

方向から金属イオンに近づく．この軸上

にローブを持っているのはdz2, dx2-y2のみ．

この２つの軌道は配位子との静電反発で

エネルギー状態が高くなる．
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z

x

y

正四面体型四配位の場合，配位子

はx, y, z軸方向からは近づかない．

よってdxz, dyz, dxy オービタルの方が

エネルギーが高くなる．

z

y

x

z

x

z

y

z

y

x

y

x

dz2 dxz dyz dx2 – y2 dxy

結晶場におけるエネルギー準位（２）
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dオービタル

自由原子（イオン）

正四面体型四配位 八面体型正六面体

T2g (dxy, dyz, dxz)

Eg (dz2, dx2-y2)
T2 (dxy, dyz, dxz)

E (dz2, dx2-y2)

z

x

y

y

x

z

d-d 遷移
d-d 遷移

d-d 遷移のエネルギー差は
可視光領域にあることが多い．

金属イオン自身は無色であっ

ても，遷移金属錯体は色が

着いていることが多い．
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13・3 スペクトル遷移と選択律

原子オービタルは原子内の電子に対する１電子波動関数である．

水素型原子オービタルは，n，l，mlという3つの量子数で定義される．

主量子数：

角運動量量子数（方位量子数）：

磁気量子数：

エネルギー：

L3,2,1=n

llllml ,1,,1, −+−−= L

1,,2,1,0 −= nl L

222
0

2

42

32 n

eZ
En

hεπ
μ

−=
En

E1

E2

E3

0 E∞=0 エネルギーは主量子数nだけで決まっている．
2sと2pオービタルのエネルギーは同じである．
3s，3p，3dオービタルでも同様である（多電子
原子ではこれらのエネルギーは同じではない）．
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( ) ( ) ( )φθφθ ,,, ,, mlln YrRrΨ =
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a
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Zr

eL
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NrR

e

n
ln

l
lnln

hπερ

ρ ρ

==

=
−

　　　　　

( ) ( )θφθ φ cos,,
ll m

l
im

ml PNeY ±=

水素型原子オービタルの１電子波動関数は，

( )θcosm
JP ：ルジャンドル陪多項式

lnL , ：ラゲール陪多項式

：球面調和関数

：動径波動関数

[復習]
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第４の量子数であるスピン量子数 ms は である．

水素型原子の中の電子の状態を指定するためには，４つの量子数，

つまり， n ， l ， ml ， msの値を与えることが必要である．

また，電子のオービタル角運動量の大きさは であり，

その任意の軸上の成分は である．すなわち， mlは角運動量

のz成分の値を決める量子数である．座標軸は空間に固定されてい

るわけではない．電場や磁場をかけたときに自動的に空間軸が決

まり，それをz軸とすることができる．つまり， mlは電場や磁場が原

子にかかったときに重要な働きをする量子数である．

2

1
±

( )h1+ll
hlm

[復習]
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図１３・２ フォトンが放出されると

きにエネルギーが保存されるの

で，放出の前後の原子のエネル

ギーの差は，放出されるフォトン

のエネルギーに等しくなければな

らない．

高いエネルギー準位E2（n2，l2，m2）から低いエネルギー準

位E1（n1，l1，m1）へ遷移するときには，過剰なエネルギー

ΔE=h νを振動数νの電磁波のフォトン（光子）として放

出する．

APR24
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しかし，あらゆる状態間の遷移が許容されるわけではない．

遷移によって角運動量が保存されなければならない（角運動量保存則）．

2sにいる電子は光を放出して1sに落ちる（Δl = 0)ことはできない．

同様に，1sにいる電子に光をあてて励起すると2s （Δl = 0)ではなく2p 

（Δl = 1)へと遷移する．

一般的に水素原子における光学遷移は l が１だけ変化するオー

ビタルの間で起こる（ml は，0 もしくは ±1 だけ変化する）.

30, ±12p12

102s02

101s01

副殻の中のオービタルの数ml副殻ln
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これは，光がスピン角運動量１を持つ素粒子であることに起因する．

角運動量保存則より，光吸収により電子が励起するときに光が消滅

すると同時に軌道角運動量が１だけ変化しなければならないためであ

る．

1,01 ±=±= 　　　 lml ΔΔ

水素原子に対する選択律

主量子数 nは角運動量には直接関係していないので，上記の

選択律さえ満足していれば，いくらでも変化できる．

APR24
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数値例 4d電子はどのオービタルに放射遷移を起こすか．

（手順１）最初に lの値を決める．

（手順２）この量子数に対する選択率を当てはめる．

4d電子は l = 2である. Δl = ±1 であるためには， l = 3 (nf)または

l = 1 (np)のオービタルにしか遷移することはできない．nsやndの

オービタルへの遷移は禁制である．
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水素型原子における選択律

1,0,1 ±=Δ±=Δ 　　　 lml

素粒子 スピン 例

フェルミ粒子 半整数 電子，陽子，中性子

ボース粒子 整数 光子

光子(フォトン）

質量は０，スピンは１，振動数νの光子はエネルギーhνを持つ．

APR24
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４月２４日，学生番号，氏名

（１）自習問題１３・２ 原子核の位置における２ｓ電子の確率密度を計

算せよ．［(Z/a0)3/8π］

ヒント：２ｓ電子の量子数は，(n, l, ml)=(2, 0, 0)である．

（２）本日の授業についての質問，意見，感想，苦情，改善提案など．
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４月２４日，学生番号，氏名

（１）自習問題１３・２ 原子核の位置における２ｓ電子の確率密度を計

算せよ．［(Z/a0)3/8π］

ヒント：２ｓ電子の量子数は，(n, l, ml)=(2, 0, 0)である．

表１２・３より，

表１３・１より，

原子核の位置( r = 0 )における波動関数ψは，

（２）本日の授業についての質問，意見，感想，苦情，改善提案など．
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3sオービタル（l=2，ml=0)の動径分布関数はP(r)=r2R (r) 2である．
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ここで，
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１ｓオービタルは

(1)

である．この関数は指数関数
的に単調に減少するのに，動
径分布関数は図１３・１５のよ
うに極大値をもつ理由を説明
せよ．なお，動径分布関数は
(2)式に示したとおりてある，

(2)

0

2

3
0

3

1

4 a

Zr

s e
a

Z
Ψ

−

=

( ) 0

2

2
3
0

3

1

4 a

Zr

s er
a

Z
rP

−

=

1sオービタルの動径分布関数

図１３・１５
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(3)回転運動

１２・６ 二次元の回転

xy面内における半径rの回転運動を考
える。

角運動量 Jz=±rp

エネルギー E=p2/2m

mr2は慣性モーメントIであるから、

E=Jz
2/2 mr2 =Jz

2/2I

となる。量子力学では、エネルギーが量
子化されるので、角運動量も離散的な
値しかとれない。

角運動量

=位置ベクトル×運動量

PrL
rrr

×=

[復習]

64

(a)量子化された回転の定性的な原因

角運動量の式 J=±rp と ド・ブロイの

式 λ=h/pから，

Jz＝±hr/λ

波長λは自由な値を取ることができず、角

運動量も離散的な値に制限される。

１周回って出発点に戻ってきたとき、２周

目が１周目と位相が合っていれば定常的

な回転運動が保持されるが、位相が合って

いなければ消滅する。

図１２・２２ 環上の粒子に対するシュレディン
ガー方程式の二つの解。
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根拠１２・３ 回転運動の量子力学的取り扱い

デカルト座標(x,y)と極座標(r,φ)の変換式
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同様に
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根拠１２・３ 回転運動の量子力学的取り扱い

デカルト座標(x,y)と極座標(r,φ)の変換式
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デカルト座標（直交座標）におけるハミルトニアンを極座標に変換
する準備が整った。

根拠１２・３ 回転運動の量子力学的取り扱い

デカルト座標(x,y)と極座標(r,φ)の変換式のまとめ
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シュレディンガー方程式

ここで、

（慣性モーメント I = mr2 ）

極座標を用いることによって，
シュレディンガー方程式を１つの
変数φしか含まない簡単な形に
書き直すことができた。
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一般解は

ここで、N は規格化定数である。

したがって、
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波動関数は１価でなければならないので、
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したがって、

（波長のml倍）＝（円周）

このとき角運動量 J は量子化されている。

したがって，エネルギー E も量子化されている。

＋、－は右回りと

左回りに対応している

１周回って出発点に戻ってきたとき、
２周目が１周目と位相が合うための
条件．
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(b)回転の量子化

回転のエネルギーEは量子化されている

また、角運動量Jも量子化されている h
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古典力学と量子力学の対応

変数 演算子

量子力学的角運動量演算子
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角運動量 J=r×p
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古典力学と量子力学の対応

変数 演算子

古典力学的
角運動量

量子力学的
角運動量演算子
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極座標表示にすると
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極座標表示にすると

JzをΨml(φ)に作用させる

Ψml(φ)はJzの固有関数であり、固有値はmlhである。
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図12・25 環上の粒子の波動
関数の実部。波長が短くなる
につれて、z軸のまわりの角
運動量の大きさはh単位で大

きくなる。
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